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RESUMO

O trabalho se situa no campo de estudo de métodos numéricos, em finangas,
e tem por objetivo comparar a utilizagdo dos modelos estocasticos de Monte
Carlo e Quasi-Monte Carlo com Sequéncias de Halton, para o aprecamento
de opcoes asiaticas, em uma série de pregos de etanol no mercado brasileiro.
Em funcao da dificuldade do aprecamento de opgdes asiaticas por métodos
analiticos tradicionais como Black & Scholes, os métodos de simulacao,
como os de Monte Carlo e Quasi-Monte Carlo, sdo comumente utilizados.
O estudo utilizou uma sequéncia histdrica de precos nominais, coletados
semanalmente, por um periodo de 11 anos. Para as simulacoes, foi utilizado
0 programa Matlab. O estudo conclui que o modelo de Quasi-Monte Carlo-
Halton tem melhores resultados do que o modelo de Monte Carlo, quando
considerada a reducdao de variancia da série de pregos da commodity
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avaliada. Por outro lado, o aprecamento de opgdes por ambos os modelos
gera resultados muito préoximos do modelo de Black & Scholes, mesmo
considerando as divergéncias encontradas na literatura sobre a utilizacdo
do modelo de Black & Scholes, para o aprecamento de opgoes asiaticas.

PALAVRAS-CHAVE

Opgoes asiaticas. Etanol. Monte Carlo. Quasi-Monte Carlo. Sequéncias de
Halton.

ABSTRACT

This study is located within the field of numerical methods in finance and its
aim is to compare the use of Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo stochastic
models with Halton Sequences for the pricing of Asian options in a series
of ethanol prices in the Brazilian market. Due to the difficulty of pricing
Asian options using traditional analytical methods such as Black & Scholes,
Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo simulation methods are commonly used.
The study used a sequence of nominal prices collected on a weekly basis
over an 11-year period. The simulations were performed using the Matlab
program. The study concluded that the Quasi-Monte Carlo-Halton model
produces better results than the Monte Carlo model when the reduction in
the variance of the commodity’s price series is considered. However, option
pricing using both models generates very similar results to those obtained
by the Black & Scholes model, despite the divergent opinions found in the
literature regarding the use of the Black & Scholes model for the pricing of
Asian options.
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INTRODUCAO

O presente trabalho vem reiterar
a importancia crescente dos métodos
numéricos em financas, uma vez que
0os modelos financeiros, poucas vezes,
sao resolvidos por simples solucgdes
analiticas (JOY; BOYLE; TAN, 1996).
Diferentes técnicas sao desenvolvidas

para solucionar equagdes complexas e
ajustar a exatidao e a sensibilidade dos
resultados. Em mercados altamente
competitivos, com condigdes de produgdo
de natureza ciclica e com alta volatilidade
de pregos, como os de commodities
(MARTINS, 2009), o uso de ferramentas
adequadas de apregamento torna-se
ainda mais necessario.
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Tendo em vista a complexidade do
tratamento de dados e a necessidade
de resolucdo de problemas de dificil
solucdo analitica, diferentes modelos de
simulacao tém sido empregados com
base no método de Monte Carlo. Este
método foi proposto, primeiramente,
para problemas matematicos, durante a
Segunda Guerra Mundial (METROPOLIS,
1949), utilizando amostras aleatoérias
simples como um padrdo para a simulagao.
A flexibilidade do método no tratamento
de instrumentos financeiros complexos,
mais especificamente no apregcamento
de opgOes, gera discussdes controversas
ha tempos, acerca de sua aplicabilidade,
limitagdes e resultados alcangados
(BOYLE, 1977).

Em funcdao de algumas limitagdes
do método de Monte Carlo, métodos
alternativos foram criados, os quais, a
principio, melhorariam a eficiéncia dos
resultados obtidos por Monte Carlo.
Entre eles, encontra-se o método de
baixa discrepéncia de Quasi-Monte Carlo,
que sera discutido neste trabalho e cuja
ideia basica é a geracao de sequéncias
deterministicas de dados, em lugar de
séries aleatorias. Segundo Niederreiter
(1992), o método de Quasi-Monte
Carlo, além de levar a um procedimento
numérico mais eficiente, traz o beneficio
adicional de limites deterministicos para
os erros. Para o método de Quasi-Monte
Carlo, neste estudo, foi introduzido
um tipo particular de sequéncia quase
aleatéria, conhecida como sequéncia de
Halton. Dessa forma, a analise do precgo
e também dos instrumentos derivativos
de precos pode ser util no sentido de
reduzir a incerteza futura e minimizar
riscos (BRESSAN, 2004).

Este estudo tem a intencao de
comparar os prémios e a variancia de
opcao asiatica pelo método de simulacdo
de Monte Carlo e Quasi-Monte Carlo,
com os prémios de Black & Scholes e a
variancia entre os modelos. Em todos
os casos, foram simuladas opcodes de
compra, a partir de séries de precos
nominais de etanol divulgados pelo Centro
de Estudos Avancados em Economia
Aplicada (CEPEA).

Este estudo esta estruturado da seguinte
forma: apds esta contextualizacdo, sdo
detalhadas as motivagdes da pesquisa
e os objetivos da analise. Na sequéncia,
sao descritos processos e metodologia
empregados, assim como evento e
amostra utilizados. Em seguida, sao
apresentados os procedimentos de
estimagao e procedimento de teste.
Finalmente, sao apresentados os
resultados do teste e conclusao.

Motivacao da pesquisa

O método de Monte Carlo € amplamente
utilizado no aprecamento de ativos
financeiros, bem como na resolugao de
integrais multiplas de complexa solugao
analitica (HULL, 1999). As limitacdes do
método sdo reconhecidas por diversos
autores, entre os quais Niederreiter
(1988) e Brandimarte (2006), assim como
as alternativas que trariam melhores
resultados por séries quase aleatodrias,
no que tange ao aprecamento de opgoes
(MARINS; SANTOS; SALIBY, 2003).

Por outro lado, o interesse pela
série de precos estudada, assim como
pelo comparativo entre metodologias,
é decorrente da motivacdo em testar a
premissa de acuracidade no aprecamento
de opcglOes asiaticas, utilizando método
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de Monte Carlo e Quasi-Monte Carlo,
assim como do carater investigativo sob
a escassa abordagem da literatura quanto
as opgoes asiaticas para o aprecamento
de commodities, no Brasil.

OBJETIVO DA ANALISE

O presente trabalho tem por objetivo
comparar as metodologias de apregamento
de opgdes de commodities, utilizando o
método de Monte Carlo e o método de
Quasi-Monte Carlo, buscando mensurar
qual destes melhor se adequaria aos
cenarios de alta volatilidade de precgos
do ativo base, no curto prazo (dois
meses) e no longo prazo (dois anos), do
ponto de vista de acuracia do preco e da
discrepancia dos dados.

Partiu-se do principio de que a série
de precos estudada segue um processo
estocastico do tipo Movimento Geométrico
Browniano (MGB), o qual foi comprovado
por teste estatistico, onde o retorno e a
volatilidade proporcionais do processo
sao constantes (DIXIT; PINDYCK, 1994).

Os métodos de amostragem foram
escolhidos, devido a sua ampla utilizagao
pela literatura disponivel, no que tange ao
aprecamento de opgdes de commodities
(DENG; OREN, 2006), sobretudo em
estudos realizados fora do Brasil e por se
apresentarem mais eficientes na obtengao
de séries precos com comportamento
aleatédrio e discreto (JOY et al., 1996).

PROCESSOS E METODOLOGIA

Procurou-se, por meio de uma pesquisa
do tipo quantitativa e empirico-analitica,
realizar uma analise dos modelos
matematicos, a partir de uma amostra
de precos de commodities, para inferir
acerca do comportamento das séries de
precos de commodities, cujo desempenho

seja semelhante do ponto de vista
estocastico.

Processo estocastico

Um processo estocastico do tipo
X={X(t),tiT}é uma colecdo de varidveis
aleatdrias (DIAS, 2009). Assim, para
cada t no conjunto de indices T, X(t) é
uma variavel aleatéria. De forma geral,
t é interpretado como tempo e X(t)
€ chamado de estado do processo no
tempo t. Quando X(t) ocorre, é chamado
de amostra de caminho (sample path).
Quando o conjunto de indices T é um
conjunto numeravel, é dito que ha um
processo estocastico em tempo discreto.
Por outro lado, se esse conjunto for
medido em pontos que variam de forma
continua por meio do tempo, o processo
sera um processo estocastico continuo.

A definicao por Niederreiter (1988)
seria: um processo estocastico é definido
por uma lei de probabilidade de evolugao
da variavel X(t), a variavel x a cada tempo
t. Ou seja, para os tempos ¢ <¢t,<t,,
etc., é possivel calcular a probabilidade
correspondente aos valores x,,x,,Xx,, etc,
estarem em um intervalo especifico, sendo
prob(a,<x,£b,,a,<x,£b,,...). Assim, quando
o tempo ¢ chegar e o atual valor de x,
for observado, é possivel ter a condicao
de probabilidade de futuros eventos com
essa informacao. Um processo estocastico
X(t) pode ser visto como uma previsao de
E[X(t)] mais um erro dessa previséo,
sendo, portanto: X(t)=E[ X(t)]+erro(t) .

Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Browniano ou Processo
de Wiener é um processo estocastico em
tempo continuo ndo estacionario, que
assume trés importantes propriedades:
1) € um processo de Markov (distribuicao
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de probabilidade dos valores futuros
depende apenas do valor atual); 2)
possui incrementos independentes de
mudanca ao longo do intervalo de tempo;
3) mudangas no processo em qualquer
momento de um intervalo finito assumem
uma distribuicao normal, na qual a
variancia cresce linearmente com o tempo
(DIXIT; PINDYCK, 1994).0 processo de
Wiener é descrito pela equagao (1), a
seguir:

Dz=et\/[|_t (1)

Onde €, é uma variavel aleatoria, ndo
correlacionada, com distribuicao normal,
média zero e desvio padrao 1.

O processo estocastico, conhecido
como Movimento Geométrico Browniano
(MGB), é um dos casos particulares
do Movimento Browniano aleatdrio,
frequentemente utilizado para modelar
variaveis de incerteza, como precos de
acOes, ativos financeiros, commodities
e demandas de novos produtos, como
visto em Paddock, Siegel e Smith (1988).
Nesse processo, a variavel x assume um
padrdo de crescimento ou decrescimento.
Ha ainda um caso especifico de MGB, no
qual o comportamento da série de dados
apresenta tendéncia. A equacdo (2), a
seguir, demonstra a base do MGB com
tendéncia:

dx = axdt+ oxdz (2)

Onde dz é o incremento da mudanga,
a é o parametro de tendéncia de
crescimento e o 0 parametro da variancia,
sendo ambos constantes.

No MGB com tendéncia, x assume uma
distribuicao lognormal, sendo F(x)=Inx,
para tanto:

dF=(a—%o*2)dt+0'dz (3)

o qual, ao longo de um intervalo finito
t, a mudanca no logaritmo de x é
normalmente distribuida com média
(a—1/20%)t e variancia ¢’t . Para x(0) =x,
o valor esperado de x(t) é dado por:

elx(?)] = xoem /

e a variancia de x(t) é dada por:

2 2at 2

V[x(®)]=x e (e’ t -1).

Solucao Analitica de Black & Scholes

Existem diferentes formas de
negociacao de opgdes asiaticas e para
cada uma existem diversas propostas de
aprecamento. Uma revisao da literatura
sobre opcOes asiaticas pode ser encontrada
em Milevsky e Posner (1998) e Neave e Ye
(2000), ressaltando que somente aquelas
gue se baseiam na média geométrica
€ que possuem solucdes analiticas
fechadas dentro da estrutura do modelo
de Black & Scholes (1973). Isso se deve,
principalmente, ao fato de o payoff, no
caso geométrico, depender da soma de
varidveis lognormais correlacionadas.
Como, para o caso aritmético, esse
principio ndo se aplica, ndo haveria
funcao de distribuicdo de probabilidade
reconhecivel.

No caso das opcoes asiaticas definidas
em bases aritméticas, somente existem
solugdes aproximadas para o valor do
prémio. Contudo, Hull (1999) considera
gque a solucao geométrica de Black &
Scholes é uma solugao aceitavel para o
calculo do prémio das opcles asiaticas.
Desse modo, como forma de comparagao
dos resultados obtidos pelos modelos de
Monte Carlo e Quase-Monte Carlo, foi
utilizada a solugdao geométrica de Black
& Scholes.
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O Método de Monte Carlo

De maneira geral, o método de Monte
Carlo pode ser descrito como um método
numeérico, em que o valor a ser calculado é
interpretado como um modelo estocastico
e, de forma subsequente, é estimado por
amostra aleatéria. Uma caracteristica
importante para aplicacdo do método de
Monte Carlo é a utilizacdo de amostras
aleatdrias apropriadas, do ponto de
vista do quanto as amostras refletem a
verdadeira aleatoriedade (HULL, 1999).

O método de Monte Carlo pode ser
expresso numericamente conforme se
vé a seguir, primeiramente calculando
|, f(w)du, com a integral no dominio
B c R satisfazendo 0< A (B)<w, onde
A, denota a medida de dimensao s de
Lebesgue, para transformar B em um
espaco de probabilidade com medida de
probabilidade du" =du/ A, (B). Entdo para
felLl@), temos:

[ fandu=2,B) [ fau')=2(BE(S)
(4)

onde E(f) é o valor esperado da variavel
aleatdria f. O desafio da integracao
numeérica é reduzir o problema da
aproximacdo de calculo de um valor
esperado. Por outro lado, pode ser
adotada a ideia basica da estatistica, de
estimar um valor esperado pela média
da amostra.

A estimativa de Monte Carlo para o
valor esperado E(f) é obtida tomando N
amostras independentes de A distribuidos
aleatoriamente de aq,,...,a, € 4, sendo:

E(f) z%Zﬂan) (5)

Para a analise de probabilidade dos

erros da estimativa (5), € necessaria a
variancia:

o’ (f)=] (f=E(f)dA (6)
que € finita quando fe*(1).

Se fel’(1), entdo para qualquer
N >1, utilizando (5) e (6), temos:

N
(7)

-‘.A"'J.A(%ﬁlf(an)_E(f)j d/l(al)dﬂ,(aN):m

Sendo assim, fel’(A) pode ser
interpretado no sentido que o valor
absoluto do erro em (5), é em média
o(f)N"* onde o(f)=(c>(f))"*é o desvio
padrdo de f. Além disso, a informacao
probabilistica sobre o erro é obtida do
teorema do limite central, o qual atesta
que, se 0<o(f)<o, entdo:

,%iﬂlpmb(cjg)@Zf( ) E(f)<‘25¥)]=ﬁffe"%df
(8)

Se for aplicada a estimativa estatistica
(5) para o problema original de
aproximacao de cdlculo para a integral
J.Bf(”)d“' entdo, se obtém a estimativa
de Monte Carlo:

N
[ raau~222y rie ) (9)
B N n=l
onde x,..,x, sdo N amostras aleatorias

independentes de B distribuidas em .
Pela analise acima, o valor absoluto do
erro em (9) &, em média, A (B)a(f)N"?.
Sendo assim, com base no teorema do
limite central, pode ser atestado que o
método de Monte Carlo para integrais
numeéricas retorna um erro probabilistico
limitado da forma N ">’em termos do
numero N de nds. Nesse caso, a ordem
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de magnitude nao depende da dimensao
s. Este precisa ser comparado com o
limite de erro N?* para a regra classica
de integral dimensional s. O método de
Monte Carlo para integrais numeéricas,
na visao de Niederreiter (1988), é
definitivamente melhor do que a regra
classica de integral para dimensodes s> 5.

A descricdao do procedimento do
método de Monte Carlo para integrais
numeéricas traz um melhor entendimento
do método de maneira geral. O primeiro
passo consiste em modelar a estatistica
de um dado problema numérico,
geralmente em termos de variadveis
aleatorias. De forma subsequente, as
variaveis aleatdrias no modelo precisam
ser analisadas, considerando suas
propriedades estatisticas (distribuicdo,
dependéncia ou independéncia, etc).
Outro passo importante é a geracao de
amostras aleatdrias que reflitam essas
propriedades estatisticas, realizadas o
maior numero possivel de vezes, para que
aumente a confiabilidade dos resultados
do ponto de vista estatistico. Esta etapa
do método de Monte Carlo é classificada
como de simulagao estocastica.

Por outro lado, segundo Niederreiter
(1988), uma analise detalhada dos dados
revela que, além da aleatoriedade da
amostra, a dispersao dos dados precisa
ser uniformemente distribuida, sob o
dominio da integral. Segundo o autor,
o método ndo traria garantias de que a
exatidao esperada seria atingida para
um calculo concreto. Além disso, o limite
do erro de forma deterministica pode
ser estabelecido se nds deterministicos
sao usados. A taxa de convergéncia se
torna mais rapida quando aumenta o
numero de ndés em regras de integrais
construidas. Isso porque a utilizagao dos

nos deterministicos levaria a uma menor
dispersao dos erros. Essa ideia expressa,
de forma geral, os principios fundamentais
do método de Quasi-Monte Carlo, que é
considerado a versao deterministica do
método de Monte Carlo.

O Método Quasi-Monte Carlo

O objetivo do método Quasi-Monte Carlo,
para integrais numeéricas, é construir
conjuntos de nds que se comportem
significativamente melhor em média, ou
seja, que sejam deterministicos de tal
forma que o limite do erro também seja
deterministico. Dessa forma, o método
Quasi-Monte Carlo pode ser descrito
como um método de sequéncias quase
aleatdrias ou como a versao deterministica
do método de Monte Carlo, para o qual
X, X,...& uniformemente distribuido em
I’ se:
N

A
gg}oﬁzq(xn)#s(h

n=1

(10)

Nesse modelo, a distribuicdo empirica
esta proxima da distribuicao uniforme
em I°. Dessa forma, os nds precisam
estar uniformemente distribuidos em
I’ . As diversas formas de discrepancia
consideradas sdao medidas quantitativas
para os desvios da distribuigao uniforme.

O método Quasi-Monte Carlo
compreende a geracao de numeros
uniformemente distribuidos, com
sequéncias de vetores de dimensdo s
ou, melhor dizendo, que preenchem
espaco de dimensao s, de maneira
mais uniforme do que pontos aleatorios
descorrelacionados, como no caso
de Monte Carlo. As sequéncias sao
escolhidas deterministicamente, de
forma a apresentar pontos que se
distanciem ao maximo uns dos outros.
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Entre as sequéncias de baixa discrepancia
encontram-se as de Halton, de Faure e a
de Sobol (MAIALI, 2000).

Discrepancia

A discrepancia é uma medida de
desvio em relagao uniformidade (TRAUB;
PAPAGEORGIOU, 1996). A discrepancia
de uma série de dados, de maneira geral,
mede a uniformidade da sequéncia.
Matematicamente, a discrepancia é
definida pela Férmula 11, a seguir:

|V de pontos em Q
N

(11)

D, =sup —v(0)

Qel’

Onde:

N - é o numero de pontos da amostra
numeérica ou tamanho da série;

.| r L g

-Ol..'r..-—
RANMELERE;

FIGURA 1 - Baixa Discrepancia

I’ - é o cubo unitario s-dimensional no
universo estudado;

v(Q) - é o volume de uma sub-regiao
Q no cubo unitarioI*.

Para ilustrar graficamente a
discrepancia, foram realizados
experimentos bidimensionais ordenados,
distribuidos em um quadrado unitario.

Na FIG. 1, a seguir, cada eixo possui
42 pontos gerados por algoritmos que
produzem séries distintas de baixa
discrepancia. Ja na FIG. 2, os pares em
ambos 0s eixos possuem 42 pontos,
gerados em amostragem aleatdria simples.
Considerando as mesmas sub-regides no
guadrado unitario, a discrepancia para a
FIG. 1 foi de 3% e para a FIG. 2 foi de 5%.

SIS

»

'.. ..
SdRINLER

FIGURA 2 — Amostra Aleatoria Simples

Fonte: SALIBY; MOREIRA, 2008.

Limites para o Erro

Os limites de erro de um conjunto de
pontos de baixa discrepancia garantem

%gﬂm [ fut

< 4a)(f;D;, (%)ees Xy )l/s)

menores erros pela integral de Quasi-
Monte Carlo. Se f € continuo em [I*,
entdo, para qualquer x,,...x, € I’ , tem-se:

(12)
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Considerando um dominio mais geral
de integral limitada, pode-se assumir que
o dominio da integral B que esta contido
em [' é convexo e ftem variagao limitada
V(f)em I’ , entdo, para cada conjunto de
pontos P de x,,..x, €I’ , tem-se:

<(V(N+]/Q,..D]) 1y (P)
(13)

%iﬂx»— [ futduy

A maneira mais satisfatodria
de se produzir sequéncias de baixa
discrepancia em qualquer dimensao é
pelo entendimento da sequéncia de van
der Corput (NIEDERREITER, 1988), a qual
pertence ao mesmo padrao da sequéncia
de Halton. Para uma dada dimensao
s 21, deixar b,,...,b, serinteiro>2. Assim,
usando a fungdo inversa ¢,, a sequéncia
de Halton é definida na base b,...,b,,
como a sequéncia x,,x,,...com:

x, = (gobl (n),...,p,, (n)) eI’ paratodon>0

Para s=1 a definicdo se reduz a uma
sequéncia de van der Corput. Se S é
uma sequéncia de Halton numa base de
par ordenado de niumeros primos b,,...,b,,
entao:

b +1

. s 15 b-1 :
D,(S)<—+— ! log N +-
v (5) N Nl,-_l[[ﬂogbi & 2

j paratodo N >1
(14)

A sequéncia de Halton continua a
ser um dos métodos mais populares de
sequéncia de baixa discrepancia e pode
ser produzida com um simples algoritmo,
o qual depende de um conjunto de
numeros primos tomados como base para
a construgao do seu componente vetor
(SCHLIER, 2008). Normalmente, com o
objetivo de se atingir maior eficiéncia, os
menores nimeros primos sao utilizados.

O padrao de discrepancia de Halton pode
ser constatado pela Formula 14, a sequir:

D'aC(s)log(N)' / N (15)

Opc¢oes Asiaticas

As opcgdes asiaticas sdao opgodes
exoticas em que o payoff depende da
média aritmética do preco do ativo-
objeto da opcdo ou do preco de exercicio
da opgdo. O payoff pelo preco medio do
ativo-objeto é dado por max(S, —K,0) e
max(K —S,,0) para opgdo de compra e
venda, respectivamente. Onde K € o prego
de exercicio e S, € o prego médio do ativo
em questdo, na data de exercicio 7. No
caso do preco de exercicio médio, esses sao
caracterizados pelo payoff: max(S, —S_T, 0)
e max(S,—S,,0), para compra e venda
da opgdo, respectivamente, onde S,é o
preco do ativo na data de exercicio T.

Neste artigo, foi considerado que o
prémio da opcgao sera calculado sobre
a média aritmética do preco do ativo-
objeto, sendo assim o preco de exercicio
fixo.

Considerando que as opgoes asiaticas,
com séries de dados em tempo continuo,
sao substituidas por processos em
tempo discreto usando s uniformemente
distribuido em etapas, na data T,
dependendo apenas do preco4,,4,,... 4,
tem-se:

0<t,t,,.t, <T

Assumindo que os incrementos de
preco sao independentes e tomando o
payoff esperado pela taxa neutra ao risco,
transforma-se a integral:

Preco =J'I: f(x)dx,

onde I* :[O,I)S .
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Evento e Amostra

Para o calculo do preco das opcoes,
foram utilizadas séries mensais de precos
nominais do etanol, divulgados pelo Centro
de Estudos Avancados em Economia
Aplicada (CEPEA), compreendendo
133 periodos. Para a série de Etanol,
foi considerado o preco ponderado do
alcool Anidro e do Hidratado, de acordo
com os respectivos percentuais médios
de producdo. A analise se restringiu ao
periodo de agosto de 1998 a agosto de
2009, devido a disponibilidade de dados

mensais encontrada. Nessa etapa, foi
utilizado o Microsoft Excel e software
Eviews para tratamento dos dados.

A Analise da Série Historica e Tratamento
dos Dados

Conforme a FIG. 3, a seguir, observa-
se uma tendéncia de crescimento nos
precos, com picos de oscilacdo periddicos,
com o etanol saindo de um patamar de
R$ 0,38/litro no fechamento de maio de
1998 e alcangando R$ 0,78/litro em maio
de 2009. A média de precos do etanol é
de R$ 0,65/litro, com variancia de 0,1155.

Etanol R$/litro Média mensal de precos

1,4

1,2

1’0 A

0,8

0,6

04 "\_,\/ ) Etanol

0,2 v
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FIGURA 3 - Série Mensal de Precos do Etanol

Fonte: Elaboracdo propria, com dados extraidos do site do Centro de Estudos

Avancados em Economia Aplicada (CEPEA).

Outro ponto importante quanto
a anadlise das séries estudadas esta
relacionado a aleatoriedade dos dados.
Como pode ser observado na FIG. 4, a
série parece apresentar aleatoriedade

dos dados e tendéncia, com a variancia
aumentando linearmente com o intervalo
de tempo, o que a principio poderia
representar indicios de um MGB. Esta
hipotese sera testada no item seguinte.
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FIGURA 4 - Dispersao da Série de Precos de Etanol
Fonte: Elaboracao propria, com dados extraidos do site do Centro de Estudos Avancados

em Economia Aplicada (CEPEA).

A Validade do Processo Estocastico

Para testar se o modelo pode ser
utilizado na modelagem de uma variavel
estocastica, € necessario aferir a validade
de o modelo ser um MGB. O MGB € um
processo estocatico que pode conter uma
ou mais raizes unitarias, o que indica a
nao estacionaridade do comportamento
da série historica, ou seja, os valores
tendem a aumentar com o transcorrer
do tempo. A série pode ser testada para
a presenca de raiz unitaria, por meio
de uma regressdo linear por minimos
quadrados e aplicando-se um teste de
Dickey e Fuller (DICKEY; FULLER, 1981).

Para tanto, faz-se a regressao da equacao
x, =a+bx,, +¢,, verificando-se a hip6tese
nula de b=1, na qual a série teria uma
raiz unitaria, e, portanto, poderia ser
modelada por um MGB. A estatistica t do
teste de Dickey e Fuller indica que, para
valores menores do que -3,44, a hipdtese
nula seria rejeitada.

Sendo assim, ao realizar o teste por
meio do software Eviews, conforme
resultados da TAB. 1, verificou-se que,
para a série de precos de etanol avaliada,
nao foi possivel rejeitar a hipétese nula
de que a série tem, ao menos, uma raiz
unitaria para um nivel de significancia
de 5%.
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TABELA 1 - Resultado do Teste de Raiz Unitaria

Teste Dickey-Fuller

-3,44

Nivel Significancia

5%

Valores Criticos

2,87

Fonte: Elaboracao propria.

Sendo assim, pode-se considerar
gue a série assume um padrao do tipo
passeio eleatdrio, ndo estacionario. Por
simplificacao do estudo, foi considerado
gue a série de dados assume o padrao de
um MGB apenas no intervalo de tempo
considerado, sem que se possam assumir
mais premissas para o modelo fora deste
intervalo de tempo.

PROCEDIMENTOS DE ESTIMACAO

Retornos Esperados

As séries de dados utilizadas neste
trabalho foram os precos do etanol, de
maio de 1998 a agosto de 2009, com
base mensal. De posse desses dados,
foi calculado o logaritmo neperiano dos
retornos de ambas as commodities por:

X(z):ln(ij

t-1

Foi necessario utilizar a série de
retornos, pois o calculo da volatilidade
deve ser feito por meio dessa série, como
se vera a seguir.

Os retornos dos precos da série
analisada foram calculados, conforme a
féormula descrita, por meio do logaritmo
natural do quociente entre os precgos de
fechamento e o més anterior. O retorno
médio do etanol foi de 0,62%, chegando
a 83,9% no periodo total da amostra.

Volatilidade (o)

Para cada més de referéncia, foi
calculado um valor de variancia dos
retornos. Para o calculo da volatilidade
mensal (o,....), foi encontrado o desvio
padrdo dos retornos da série X(t),
com dados entre o primeiro dia util e
o ultimo dia util do més anterior ao
més de referéncia. A volatilidade anual
foi calculada pela formula: o, =
0 ..., * raiz(12). A volatilidade anual
encontrada para a série de etanol no

periodo considerado foi de 35,10%.

Tempo até o vencimento ( T)

O tempo até o vencimento foi calculado
considerando o numero de dias Uteis do
intervalo entre o primeiro dia util do més
de referéncia e o dia util anterior a data
de vencimento do cenario em analise.
Calcula-se, com base no dia util anterior
a data de vencimento, pois € o preco de
fechamento desta data que define o preco
de exercicio da opcao.

Taxa de juros (r,)

A taxa de juros foi calculada em
10,8% ao ano, utilizando-se o parametro
de crescimento, de forma que a taxa
de desconto, ajustada ao risco, fosse
convertida em taxa neutra ao risco r.
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Inclinacao (o )

Para o célculo da inclinacdo das curvas
de precos das commodities, foi utilizada
a funcao inclinagdao do Excel, o qual
retorna a inclinacao da linha de regressao
linear por meio de pontos de dados em
“val_conhecidos_y e val_conhecidos_x".
A inclinacao é a distancia vertical dividida
pela distancia horizontal entre dois pontos
quaisquer na linha, que é a taxa de
mudanca ao longo da linha de regressao.
Em outras palavras, é encontrado o
coeficiente angular entre a varidncia da
série e a propria série de precos.

Primeiramente, foi calculada a
inclinagdo mensal com base na média
dos retornos X(7)=In(P/P_), somada
ao quadrado da volatilidade (o), dividido
por 2. Em seguida, é feito o cdlculo da
inclinagao anual, multiplicando-se a
volatilidade mensal por 12 meses.

Procedimento de Teste

Foram criados cenarios para facilitar
o tratamento dos resultados e contribuir
com conclusdes sobre os métodos de
amostragem estudados. Para facilitar a
visualizacdo dos resultados, a série de
dados que fora observada originalmente
em R$/litros, passou a ser considerada
em R$/m3.

O método de amostragem utilizado
para avaliar a série de precos é o método
de Monte Carlo com amostragem aleatoéria
simples e o método de Quasi-Monte Carlo,
por meio de séries de baixa discrepancia
de Halton.

Este artigo considera opgdes de
compra asiaticas em trés situagdes
distintas: fora do dinheiro, no dinheiro, e
dentro do dinheiro e diferentes cenarios
de volatilidade.

Nas aplicacbes do teste, as séries de
baixa discrepancia foram obtidas pelo
meétodo de Quasi-Monte Carlo Halton.
Isso porque, segundo este método,
cada variavel de entrada é associada a
um nuamero primo na primeira corrida e
recebe como amostra a série de Quasi-
Monte Carlo correspondente a esse primo.
Nas corridas que se sucedem, a variavel
recebe permutacdes simples da série
utilizada na primeira corrida. Nao ocorre
alteragao nos valores das amostras, sendo
tidos como conjuntos deterministicos.

Para as simulagdes do apregamento das
opcOes asiaticas pelos métodos de Monte
Carlo e Quasi-Monte Carlo foi usado o
programa Matlab, no qual o apregamento
das opgoes foi descrito em linguagem de
programacao. Para o aprecamento das
opcOes asiaticas por Black e Scholes, foi
utilizado o programa em Excel DerivaGem-
Versdo 2.0, pois, segundo Hull (1999),
0s prémios calculados para as opgoes
asiaticas, por meio de médias geométricas
pelo modelo de Black e Scholes, sao uma
aproximacao eficiente para a solucao
aritmética exigida.

No experimento 1 (TAB. 2), foi realizada
uma comparacao entre os métodos de
Black e Scholes, Monte Carlo e Quasi-
Monte Carlo, para aprecamento de opgoes
asiaticas, considerando preco inicial de
R$ 781/m3; a taxa de juros livre de risco
admitida foi de 10.8% a.a., volatilidade
variando entre 25%, 35% (estimada pela
série de precos) e 45%, vencimento em 2
meses, numero de nds de 24, nimero de
rodadas de 10.000 e precos de exercicio
de R$ 581/m?3 dentro do dinheiro, R$
781/m3 no dinheiro e R$981/m?3 fora do
dinheiro.

Para o experimento 2 (TAB. 3),
buscou-se alongar o prazo de vencimento
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das opcodes para dois anos, mantendo os
demais parametros de volatilidade, taxa
de juros, preco na data zero, nds e preco
de exercicio.

RESULTADO DO TESTE
Experimento 1

Os resultados encontrados no
experimento 1, TAB. 2, para os prémios
das opcOes asiaticas foram, conforme
esperado, maiores para 0s precos de
exercicio com valores dentro do dinheiro
e maior volatilidade, e menores conforme

0s precos de exercicio aumentavam em
relacao ao preco inicial ou a volatilidade
era reduzida. No caso do preco de
exercicio R$581,00 (dentro do dinheiro),
um aumento da volatilidade nao gerou um
aumento no valor do prémio, conforme
0 esperado para a volatilidade de 45%,
no modelo de Quasi-Monte Carlo, e para
a volatilidade de 35%, para o modelo de
Monte Carlo. Contudo, esses valores nao
sao diferentes dos obtidos com o modelo
de Black e Scholes e, portanto, foram
considerados como validos.

TABELA 2 - Prémios de opcoes de compra para um prazo de 42 dias uteis,
10.000 simulacoes por rodada

Prémios das Opeies de Compra Diferenca
Asiitica pro B&S Asiitica por MC Asiitica por QRMC B&S/TIC B&SQMC
Prego de | ol=25 | 2=35 | o3=45 | gl=15 | 02=35 | o3=45 | gl=23 | o2=35 [ gd=45 [ g1=25 | g2=35 | o3=45 | gl=25 | 32=35 | o3=45

Exercicio| % ¥ ¥ o ) % ¥

¥ o % ¥ % o % ¥

Kl=581 |203,21 | 203,21 | 205,25 | 205,49 | 203,15 | 204,10 | 20296 | 20296 [ 202,38 | 0,14 | 003 | 042 | 012 | 012 | 043
Ka=781 | 2166 | 28,88 | 36,13 | 2206 | 2980 | 37.76 | 2206 | 2027 | 3647 | 1.85 | 317 | 449 | 1,86 | 133 | 094
Ks=pg1 | oo0 | 009 | 066 | 000 | 042 | 091 | 000 | 005 | 0,59 |101,09| 40,01 | 38,50 | 2761 | 4271 | 10,48

Mota. Préruios das opgdes de compra do tipo asidtica caleulados segundo os modelos de Black e Scholes (B&S), Monte Carlo (MC) e
Quasi-Monte Carlo-Halton (2MCY. Foram estimados o nove prémios para cada um dos modelo, 05 guais sdo diferenciados
pelos walares dos pardmetros: preco inicial (300 de RE 781/m3, precos de exercicio (K) de RE 581Im3(dentrn dao dinheira),
R§ 7811m° {no dinheiro) e RE ag1im’ (fora do dinheiro); taxa de juros livee de risco de 10.8% a.a. e trés cenarios de
volatilidade (o) de 29%, 35% (estimada para a série de pregos) e de 45%. 05 pregos do ativo-ohjeto forarm simulados até a
data de vencimento das opgdes, num total de 42 dias dteis, 24 nds, considerando 10.000 ohservagdes por rodada. A
diferenca entre o modelo de Black e Scholes e 05 modelos de Monte Carlo (MC) & 0 de Quasi-Monte Carlo (AMC) & a razio

Experimento 2

No experimento 2, TAB. 3, foram
alterados os prazos de vencimento do
preco de exercicio para dois anos e
mantidas todas as demais variaveis. Os
valores obtidos para os prémios das opcoes
asiaticas, conforme o esperado, foram de
prémios maiores, para os valores com
precos de exercicio menores e valores de

volatilidade maiores. Conforme o preco de
exercicio aumentava ou a volatilidade era
reduzida, os valores dos prémios também
se reduziram. Os valores dos prémios
obtidos com os modelos de Monte Carlo
e Quasi-Monte Carlo sao muito proximos
dos prémios encontrados com a solucdo
de Black e Scholes, considerada como a
solucao correta.
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TABELA 3 - Prémios de opcoes de compra para um prazo de 504 dias (teis,
10.000 simulacoes por rodada

Prémios das Opgies de Compra Diferenca
Asiitica pro B&S Asiitica por MC Asiitica por QRMC B&SMC B&SRQRIC
Prego |ml=23 | g2=35 | od3=45 | gl=25 | g2=35 | o3=45 [ g]=23 | o2=35 | gd=45 | ol=25 | g2=35 | o3=45 [ gl=25 | 62=35 | o3=45
Exercicio| % ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ % ¥ %
El=381 |23419(230,78| 240,61 | 240,18 | 242,24| 254.94| 235,75 | 239,16 | 246,18 256 103 214| 067 026 137
EE=T51 | 979511877 140.64| 102,89 | 122,21 141,03 (100,50| 119,52| 13890 504] 290 027 261| 063 1,24
EE=081 | 2712 4944| T3.65| 3145 3451 T731| 2921 51,13

T340 1599 981 492 Y73 301 027

Mota. Prémios das opgles de compra do tipo asidtica caleulados segundo oz modelos de Bfack e Scholes (B&S), Monte Carlo
(M) e Quasi-Monte Carlo-Halton (3MC). Foram estimados o nove prémios para cada um dos modelo, 05 guais séo
diferenciados pelos valores dos pardmetros: preco inicial (S0) de RE 781/m3, pregos de exercicio () de R 581 1rr?
(dentro do dinheiro), BF 7a1im? (ho dinheirc) e RE agtim? ffara do dinheiro); taxa de juros livre de risco de 10.8% a.a.
e trés cenarios de volatilidade {3 de 25%, 35% (estimada para a série de precos) e de 45%. Os pregos do ativo-
objeto faram simulados ate a data de vencimento das opgdes, num total de 504 dias Oteis, 24 nds, considerando
10.000 observagdes por rodada. A diferenga entre o modelo de Black e Scholes e os modelos de Monte Carlo (MC) e
0 de Quasi-Monte Carlo (QMCY & a razdo de (MCIB&S-1100 o ((GMCIBE&S-10100.

Avaliacao da reducao da variancia entre
os modelos de Monte Carlo e Quasi-Monte
Carlo

A reducao da variancia entre os
modelos de Monte Carlo e Quasi-Monte
Carlo foi testada por meio do calculo da
variacao dos precos dos prémios obtidos
em cada um dos nove cenarios simulados
para cada modelo. Em todos os cenarios
simulados, conforme resultados das TAB.
4 e 5, os intervalos de confianca para os
prémios das opg0Oes asiaticas, com 5% de

significancia, foram menores em relacao
ao modelo de Quasi-Monte Carlo do que
em relacao ao modelo de Monte Carlo.

Na TAB. 5, a reducao relativa da
variancia foi mais forte para os cenarios
com maior volatilidade e precos de
exercicio maiores. Nos cenarios com
volatilidade de 25% e 35%, e com preco
de exercicio de R$981,00, as variancias
obtidas com o modelo de Quasi-Monte
Carlo-Halton foram aproximadamente a
metade dos valores obtidos com o0 modelo
de Monte Carlo.
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TABELA 4 - Variancia nos prémios das opcoes de compra para um prazo de 42 dias uteis,
10.000 simulacdes por rodada

Variancia nos Prémios das Opcdes de Compra
Asiatica por MC Asiatica por QMC-Halton
Prego Exercicio [61=25% 62=35% 63=45% c1=25% 62=35% 63=45%
K1=581 46,70 65,68 85,05 46,64 65,24 83,81
K2=781 30,87 42,73 56,94 30,23 41,93 53,96
K3=981 0,25 2,95 8,39 0,13 1,36 5,94

Variancia dos prémios das opg¢des de compra do tipo asatica calculados segundo os modelos de Monte Carlo (MC) e Quasi-
Monte Carlo (QMC-Halton). Foram calculadas as variancias para cada um dos prémios obtidos nos nove cendrios simulados
para cada modelo, os quais sdo diferenciados pelos valores dos pardmetros: preco inicial (SO) de R$781/m3, pregos de
exercicio (K) de R$581/m3 (dentro do dinheiro), R$781/m3 (no dinheiro) e R$981/m3 (fora do dinheiro); taxa de juros livre de
risco de 10.8% a.a. e trés cenarios de volatilidade (o) de 25%, 35% (estimada para a série de pregos) e de 45%. Os pregos do
ativo-objeto foram simulados até a data de vencimento das op¢des, num total de 42 dias uteis, 24 nos, considerando 10.000
observagdes por rodada.

Nas simulacdes dos prémios das em relacdo ao modelo de Monte Carlo.
opcOes de compra asiaticas, com prazo A reducdo das variancias dos prémios
de dois anos até o vencimento (TAB. 5) das opgbes de compra foi mais evidente
os resultados das variancias dos prémios  conforme o preco de exercicio aumentava
foram inferiores, em todos os cenarios, em relagao ao preco inicial.
no modelo de Quasi-Monte Carlo-Halton,
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TABELA 5 - Varidncia nos prémios das opcoes de compra para um prazo de 504 dias uteis,
10.000 simulacdes por rodada

Variancia nos Prémios das Opcdes de Compra
Asiatica por MC Asidtica por QMC-Halton
Preco Exercicio c1=25% 02=35% 03=45% 61=25% 62=35% 03=45%
K1=581 153,53 211,04 282,06 149,32 205,20 260,69
K2=781 125,66 180,41 232,89 122,32 169,08 220,11
K3=981 78,04 127,37 185,94 71,14 118,41 170,58

Variancia dos prémios das op¢des de compra do tipo asatica calculados segundo os modelos de Monte Carlo (MC) e Quase-Monte

Carlo (QMC-Halton). Foram calculadas as variancias para cada um dos prémios dos 9 cenarios simulados para cada modelo,
diferenciadas pelos valores dos pardmetros: preco inicial (S0) de R$781/m3, precos de exercicio (K) de R$581/m3 (dentro do
dinheiro), R$781/m3 (no dinheiro) e R$981/m3 (fora do dinheiro); taxa de juros livre de risco de 10.8% a.a. e trés cenarios de
volatilidade (o) de 25%, 35% (estimada para a série de pregos) e de 45%. Os pregos do ativo-objeto foram simulados até a data de
vencimento das op¢des, num total de 504 dias uteis, 24 nds, considerando 10.000 observagdes por rodada.

CONCLUSAO

As opgOes asiaticas sao utilizadas
por agentes econdmicos que precisam
se proteger da variacdo média de um
ativo durante um periodo de tempo pré-
determinado. As opcgdes asiaticas sao
menos caras do que as opgdes comuns e
sao mais apropriadas para quem precisa
se defender das variacdes dos valores de
um ativo ao longo de um periodo, e nao
para um valor especifico.

Problemas como o das opc¢des asiaticas,
gue exigem solucdes aritméticas, sao
comumente solucionadas com a utilizacao
de modelos estocasticos, sendo o de
Monte Carlo um dos mais utilizados e
conhecidos.

Buscou-se, neste trabalho, comparar
a eficacia do aprecamento de opcgdes

asiaticas do modelo de Quasi-Monte
Carlo-Halton em relagao ao modelo
de Monte Carlo, pois o primeiro teria
resultados mais robustos e com menor
variancia, por usar sequéncia de dados
nao aleatodria.

Ao comparar as simulagdes quanto
a reducdo relativa da variancia, no
modelo de Quasi-Monte Carlo-Halton,
nos cenarios com volatilidade acima
de 25% e precos de exercicio maiores
(dois anos), as variancias obtidas foram
aproximadamente a metade dos valores
obtidos com o modelo de Monte Carlo.
Tal conclusdao sobre as simulagodes
leva a crer que o modelo de Quasi-
Monte Carlo-Halton, de fato, apresenta
melhores resultados quanto a reducao
relativa da variancia de séries de precos
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com alta volatilidade, o que poderia
indicar o método como satisfatério para
aprecamento de opgdes de commodities.

No entanto, essa conclusdao nao
parece tdo clara ao avaliar os valores
obtidos pelas simulagdes dos prémios
das opcdes de compra asiatica geradas
pelos modelos de Monte Carlo e Quasi-
Monte Carlo, os quais consideram média
aritmética do preco do ativo, tendo sido
muito proximos aos obtidos ao calcular os
prémios de opgao pelo tradicional método
de Black e Scholes, mesmo considerando

a visao recente de alguns autores, de que
esse método somente traria resultados
satisfatérios ao se basear na média
geométrica para solucdes analiticas
fechadas.

Dessa forma, em trabalhos futuros,
poderao ser abordados outros modelos
de apregamento e incorporadas novas
técnicas de reducao de variancia que
permitam identificar diferencas mais
significativas entre os modelos porventura
utilizados. ©
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