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RESUMO

As curvas conicas tém sido estudadas desde a antiguidade
por matematicos influentes em sua época como Euclides e
Apoldnio. No inicio, estas curvas planas eram estudadas por
simples curiosidade, sem muitas pretensdes de aplicagdes
praticas. No entanto com o passar do tempo e o desenvolvimento
de areas do conhecimento como a fisica, a astronomia, a
engenharia e a prépria matematica, surgiram aplicacdes
praticas importantes para estas curvas. Como exemplo pode-
se citar as orbitas elipticas dos planetas em torno do sol, bem
como as caracteristicas reflexivas destas curvas largamente
utilizadas na industria em geral. Neste trabalho sera feito
um breve resgate da historia destas curvas, a descricdo de
suas equagdes matematicas e uma consideragdo a respeito
da possibilidade da utilizagado das propriedades fisicas destas
curvas planas como solugdo estrutural e/ou estética em obras
de arte de engenharia civil.

Palavras-chave: Obras de Arte; Solugédo estrutural; Segbes
Conicas.

ABSTRACT

The conics curves has been studied since the antiquity by well
know mathematicians in that time, like Euclides and Apolbnio.
In the beginning, those plain curves, were studied by simple
curiosity, without no much pretensions of practical applications.
By the way with the time and development of knowledge areas
such as physics, astronomy, engineering and math itself,
important practical applications came up to those curves,
for example, can say about the elliptical orbits of the planets
around the sun, such as reflexive characteristics of those
curves, extensive used in industries in general. In these article,
a brief recovering of those conics curves, will be showed, with

the description of the mathematics equations, and a short
topic about the consideration of physical properties utilization
of those plain curves as structural solution and/or esthetic of
engineering works.

Keywords: Engineering works, Structural solution, Conics
sections.

HISTORIA

As curvas clOnicas sao conhecidas e estudadas a muitos
séculos. Os trabalhos mais antigos sobre o assunto foram
feitos por Menaechmo, Aristeu e Euclides. Mas foi Apolénio,
conhecido como “O Grande Gebmetra” que nasceu por volta
de 262ac em Perga, no sul da Asia Menor e morreu por volta
de 190ac em Alexandria, que desenvolveu um estudo mais
completo e detalhado sobre as segdes conicas. Sua grande
obra Segdes Cobnicas supera completamente os trabalhos
anteriores sobre o assunto (EVES, 1997).

“Antes de Apolbnio os gregos tiravam as cbnicas de
trés tipos de cones de revolugdo, conforme o angulo
do vértice da segcdo meridiana fosse menor que, igual
a, ou maior que um angulo reto. Seccionando-se cada
um desses tipos de cones com um plano perpendicular
a uma geratriz resultam respectivamente uma elipse,
uma parabola e uma hipérbole. S6 se considerava um
ramo da hipérbole. Apolénio porém, no livro | de seu tra-
tado, obtinha todas as se¢Ges cbnicas da maneira hoje
familiar, ou seja, a partir de uma cone circular duplo,
reto ou obliquo” (EVES, 1997).

parabola

hipérbole

FIGURA 1 — Se¢des conicas nao degeneradas.
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NAFIG. 1 vé-se a obtencao das se¢des conicas como descrito.
A circunferéncia também pode ser considerada uma conica
pois pode ser obtida quando um plano secciona um cone reto
perpendicularmente ao seu eixo e, existem ainda, as chamadas
conicas degeneradas que ocorrem quando o plano intercepta o
cone em seu vértice e dependendo de seu angulo surgem um
ponto, uma reta ou duas retas concorrentes.

Porém neste trabalho seréo abordadas a elipse, a hipérbole e
a parabola.

Winterle (2000), descreve como obter uma “superficie cénica”
a partir de duas retas (ver FIG. 2). “Sejam duas retas e e g
concorrentes em o e nao-perpendicualares. Conservemos fixa
a reta e e fagamos g girar 360 graus em torno de e mantendo
constante o angulo entre estas retas. Nestas condi¢bes, a reta
g gera uma superficie conica circular infinita formada por duas
folhas separadas pelo vértice 0.”

FIGURA 2 - Superficie conica

No inicio os matematicos estudavam estas elegantes curvas
sem maiores preocupac¢des com aplicagcdes praticas. Mas
ao longo do tempo inumeras descobertes importanets em
matematica pura e na ciéncia em geral estavam ligadas as
secdes conicas.

Dois exemplos classicos sdo, a descoberta de Galileu Galilei
que em 1604 descobriu que um projétil que era langado
horizontalmente do topo de uma torre tinha uma trajetéria em
forma de parabola se considerando atuante apenas a forga da
gravidade e a publicacao de Képler em 1609 de sua descoberta
de que a orbita de Marte em torno do Sol era uma elipse,
langando a hipotese que todos os planetas se moveriam em
orbitas elipticas, o que foi comprovado décadas mais tarde por
Isaac Newton.
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DEFINICOES MATEMATICAS

Embora, como visto, as curvas cobnicas poderem ser
obtidas através de secbes em um cone, seu estudo através
da geometria analitica é feito a partir de suas definicbes
matematicas e de suas equagbes descritas em relagdo a um
sistema de referéncia.

Steimbruch (1987), nos da uma definicdo matematica para
cada uma das curvas cOnicas abordadas (FIG. 3, 4 e 5).

“Parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano que sao
equidistantes de uma reta d (diretriz) e de um ponto F (foco)
nao pertencente a d.”

(d) diretriz

Mn € pardbola = dM ,F = dM ,(d)
FIGURA 3 — Parabola
“Elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja

soma das distancias a dois pontos fixos (focos) desse
plano é constante.”

Mn € elipse = dM ,F + dM ,F = k
FIGURA 4 - Elipse
“Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano

cuja diferenga das distancias, em valor absoluto, a dois
pontos fixos (focos) desse plano é constante.”

39



40

Mn € hipérbole = | dM ,F — dM ,F |= k

FIGURA 5 — Hipérbole

Mn um ponto qualquer pertencente as cénicas
dPF distancia do ponto P ao foco F
dPd distancia do ponto P a reta diretriz
dPF’ distancia do ponto P ao foco F’

k constante caracteristica das cénicas

TABELA 1 — Simbolos

EQUACOES REDUZIDAS DAS
CONICAS

Pode-se definir precisamente a posi¢ao de um ponto num plano
por meio de um par de numeros reais (coordenadas do ponto).
Para isso & necessario utilizar um sistema de referéncia. Um
sistema de referéncia € composto de um referencial e de uma
regra que define como os pontos serado localizados em relagdo
a este referencial.

Existem varios sistemas de referéncia que sdo regularmente
utilizados na Geometria Analitica. Como exemplo, pode-se
citar o sistema de coordenadas retangulares e o sistema de
coordenadas polares.

Estes sistemas s&o os mais usados, mas existem outros. Na
verdade, é possivel criar sistemas de referéncia de acordo
com a necessidade, bastando para isso, definir um referencial
e uma regra para a localizagao dos pontos no plano.

O estudo analitico das curvas planas é feito por meio de
equacgdes descritas em relagdo a um sistema de referéncia.
Uma curva plana € um conjunto de pontos que obedecem
a uma determinada regra e sua equagado € uma expressao
matematica que define tal regra. Por exemplo, para que um
conjunto de pontos seja considerado uma reta, eles precisam
estar alinhados e obedecer a uma regra do tipo ax + by + ¢ =0
que é uma equagido em relagdo ao sistema de coordenadas
retangulares. Cada curva tem uma equacédo bem definida em
relacdo a um sistema de referéncia. Ao mudar o sistema de
referéncia muda-se também a equacdo da curva. As vezes uma

curva possui uma equagado mais simples, ou mais apropriada,
em relagdo a um determinado sistema de referéncia. Por isso
existem varios, e sdo utilizados de maneira conveniente.

As equagdes reduzidas das conicas, que sdo as equagdes mais
simplificadas destas curvas, sao obtidas quando o sistema de
referéncia esta posicionado em determinados locais que serdo
descritos.

Neste texto as equagdes reduzidas das conicas serao definidas
em relacéo a um sistema de coordenadas retangulares.

O sistema de coordenadas retangulares tem como referencial
um par de eixos, chamados de eixos coordenados, infinitos e
perpendiculares entre si.

Para cada eixo é definida uma escala (normalmente a mesma
para os dois) cuja origem € a intersegéo.

Os numeros reais sédo representados nestes eixos, sendo que
a distancia entre dois numeros inteiros, € uma unidade da
escala definida. O numero zero esta na intersegéo dos eixos e
€ chamado de origem do sistema.

O eixo horizontal é o eixo das abscissas que sao representadas
pela letra x. O eixo vertical € o eixo das ordenadas,
representadas pela letra y.

YA

FIGURA 6 — Sistema de coordenadas retangulares

NA FIG. 6 tém-se o sistema de coordenadas retangulares
como um sistema de referéncia de um plano. Com isso,
qualquer ponto pertencente ao plano pode ser perfeitamente
localizado. Esta localizagdo sera feita medindo-se a distancia
orientada (considerando o sinal negativo) de um ponto aos
eixos coordenados. A distancia do ponto ao eixo y sera sua
abscissa e a distancia do ponto ao eixo x sera sua ordenada.
Isto ira conferir ao ponto um par ordenado de numeros reais
do tipo P(x, y).
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Esta é a regra para a localizagdo de pontos em um plano em
relagdo ao sistema de coordenadas retangulares. E importante
observar que, a distancia do ponto em relagdo a um eixo
coordenado € o valor absoluto de uma de suas coordenadas,
ou seja, se 0 ponto estiver localizado a esquerda do eixo vy,
sua abscissa tera sinal negativo, bem como sua ordenada tera
sinal negativo se ele estiver localizado abaixo do eixo x.

Cada ponto do plano sera entao identificado por um, e apenas
um, par ordenado de numeros reais e, cada par ordenado de
nimeros reais representara apenas um ponto do plano. E
0 que chamamos de caracteristica biunivoca do sistema de
coordenadas retangulares.

Em homenagem a René Descartes (1596 — 1650), cujo
nome em Latim era Renatus Cartesius, fildsofo e matematico
francés, considerado o pai da Geometria Analitica, o sistema
de coordenadas retangulares desenvolvido por ele, € também
denominado de Sistema Cartesiano ou Plano Cartesiano.

EQUAGCOES REDUZIDAS DAS PARABOLAS

Para as parabolas, se forem posicionadas de modo que seu
vértice fique na origem do sistema cartesiano e seu foco sobre
um dos eixos coordenados, tem-se sua equagao cartesiana
reduzida que possui quatro tipos possiveis (FIG. 7, 8, 9 e 10);

'z

Vv =4 px
FIGURA 7 — Parabola tipo 1

a

F(_pvo)

y=4apx

FIGURA 8 — Parabola tipo 2
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XV

y=-p

x’=4py

FIGURA 9 — Parabola tipo 3

9

F(0,-p)

xX==4py
FIGURA 10 — Parabola tipo 4

EQUAGOES REDUZIDAS DAS ELIPSES

Para as elipses, seu posicionamento deve ser de tal forma
que seus focos figuem sobre um dos eixos coordenados e
simétricos em relagdo a origem, neste caso surgem dois tipos
de equacgdes reduzidas (FIG. 11 e 12);

(
N

A'l-a,0)

F'-¢,0)

FIGURA 11 - Elipse tipo 1
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A(0,a)

F(0O,c)

9\

F'(0,-c)

y A
B'(-b,0) K B(b,0)

A’(0;-a)
yz ¥2

— + —2 = 1

a- b

FIGURA 12 — Elipse tipo 2

EQUAGOES REDUZIDAS DAS HIPERBOLES

Para as hipérboles, seu posicionamento é similar ao das
elipses, ou seja, focos sobre um dos eixos coordenados e

simétricos em relagéo a origem (FIG. 13 e 14);

m
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N

FIGURA 13 — Hipérbole tipo 1

9 /

=1

2
X
2 ?

FIGURA 14 — Hipérbole tipo 2
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AS CONICAS NA ENGENHARIA

As caracteristicas fisicas das curvas conicas aparecem em
diversos tipos de obras de engenharia civil como pontes,
viadutos e tuneis como solugao estrutural e/ou estética.

UM EXEMPLO TEORICO

Um exemplo classico da aplicagdo das curvas cbnicas na
engenharia é descrito a seguir:

A FIG. 15 mostra um tuanel hipotético de duas pistas com uma
secao transversal que é uma parabola. A altura H do tunel é de
7m e sua largura na base é de L =20 V7 m. Pretende-se saber
a que altura h devera estar a pista 2 de modo que ela tenha
/=40 m de largura.

Pista 2

«

///‘/

h
\

/

L=207m

FIGURA 15 — Esquema de tinel com secao transversal em
forma de parabola

Para solucionar o problema é necessario encontrar a equagéo
da parabola, e para isto é preciso posicionar no esquema um
sistema de referéncia (plano cartesiano). Se o plano cartesiano
for posicionado com sua origem no topo do tunel, onde esta o
vértice da parabola, entdo obter-se a sua equacgao reduzida.

B(20,y)

A(ION7,-7)

FIGURA 16 — Esquema do tunel com o plano cartesiano
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A FIG. 16 mostra o sistema cartesiano posicionado de tal
maneira que a equacgao reduzida da parabola tenha a forma
genérica x? = — 4py. Para determinar a equagéo especifica da
parabola do tunel, basta substituir na equacédo genérica o
ponto A(IO\E,—7) que é um ponto conhecido da curva (segao
do tunel);

(1037)2 =~ 4p(-7)
700 = 28p
p=25

desta maneira obtém-se p = 25 e entdo a equagao especifica
da parabola sera

x2=—4(25)y ou x? =—100y.

substituindo o ponto B(20, y) na equacgéo da parabola, vem;

202=-100y
400 =— 100y
y=-4

A ordenada do ponto B é — 4 entdo podemos concluir que a
altura h da pista 2 sera:

h=7-4
h=3m

EXEMPLOS REAIS NA ENGENHARIA

Fonte: www.infobrasiia.com.br

FIGURA 17 — Catedral de Brasilia
Na FIG. 17 vé-se a Catedral de Brasilia. As estruturas de

concreto sdo arcos de parabolas que tém fungdes estrutural e
também estética.
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Fonte: www.nuctec.com.br

FIGURA 18 — Central Nuclear de Grafenrheinfeld, Alemanha

Hiperboldide como sup. regrada

Fonte: Sato, J., 2005

FIGURA 19 - Hiperboléide de uma folha

As torres de refrigeragdo de uma usina nuclear, como as
mostradas na FIG. 18, geralmente sdo estruturas em formato
de hiperboléide de uma folha gerado pela rotagdo de uma
hipérbole em torno de um de seus eixos (FIG. 19).

“Podemos mostrar que o hiperboléide de uma folha gerado
pela rotacdo de uma hipérbole em torno do seu eixo
transverso € também gerado por uma reta. Ou seja, ele pode
ser considerado como sendo formado por uma unido de
retas (superficie regrada). Assim, seu formato é usado na
construcdo de centrais de energia atdmica, onde barras de
aco retilineas (que tém alta resisténcia) se cruzam para obter
estruturas extremamente fortes.” (SATO, J., 2005).
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CONCLUSOES

Através dos tempos estas notaveis curvas planas surgiram
como importantes coadjuvantes no processo de evolugéo da
ciéncia em geral. Suas caracteristicas foram utilizadas em
diversos projetos, em diversas areas do conhecimento. Na
engenharia suas propriedades fisicas foram decisivas para
a solugdo estrutural de grandes e importantes obras, e sua
beleza plastica contemplada em monumentos e imponentes
estruturas.

E muito amplo o campo de estudos referentes a estas
curvas. Suas propriedades reflexivas, ndo tratadas neste
trabalho, sdo muito utilizadas na industria (automobilistica,
de telecomunicagdes, etc.), e importantes nos projetos de
pesquisas e exploragdes espaciais.

Também na engenharia, as possibilidades de utilizagdo das
propriedades das curvas conicas sao bastante amplas. Novos
projetos e pesquisas surgem a cada dia, sugerindo que o
conhecimento a respeito destas fantasticas curvas ainda é de
suma importancia nos dias atuais.
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